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FIGURA 16.61 Teorema de Green
contra teorema de Stokes.
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Ambas as integrais do rotacional sdo iguais a integral de circulagio ap.
horaria 4 esquerda da Equagao (4) desde que os versores normais n e
orientem as superfl'cies corretamente. !
‘Naturalmente, precisamos de algumas.restri¢oes matematicas sobre F, Ce §
para garantir a existéncia das integrais na equagao de Stokes. As restrices usuzis
sio que todas as fungdes, campos vetoriais e suas derivadas sejam continuas,
Se C for uma curva no plano xy, orientada no sentido anti-horirio, ¢ R
for a regido no plano limitada por C, entdo do=dxdye
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Sob essas condicdes, a equagio de Stokes se torna
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que ¢ a equagdo na forma circulacio-rotacional do teorema de Green. Reci-
procamente, invertendo esses passos podemos escrever a forma circulacio-
o i ) . . -

tacional do teorema de Green para campos bidimensionais na rotag

“nabla” como _
ng'dr=//V>< F-kdA (o)
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Veja a Figura 16.61.
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XEMPLO 2 Verificando a equacgio de Stokes para um hemisfert

Resolva a Equagio (4) para o hemisfério S: 22 + y* + 22 =9, 2 = 0, %

circunferéncia de borda C: x2 + ¥=9,z=0, e 0campo F=yi-¥
SOLUCAO ' Calcula

dor de C (quando visto de
+(3sen 0)j,0 < 0 < 277

mos a circulagdo no sentido anti-hordrio 4% e

cima) usando a parametrizacdo r(6) = (3 cos

dr = (=3 sen g d0)i + (3 cos 6 db)j

F =yi-
M= X = (3senB)i - (3 cos 0)j

F- -
dr = —9sen20d0 - 9C0520d0 = -9d0
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Exercicios 16.7

Usando o teorema de Stokes para
calcular a circulagio

Nos exercicios 1-6, use a integral de superficie no teorema
de Stokes para calcular a circulacio do campo F ao redor da
curva C no sentido indicado.

1. F=x%+2xj + 22k
C: A elipse 4x* + y* = 4 no plano xy, no sentido anti-
horério quando vista de cima.

2. F=2yi+3xj -2k
C: O circulo x* + »* = 9 no plano xy, no sentido anti-
horario quando vista de cima.

3. F=yi+xzj+xk
C: A fronteira do triangulo cortado a partir do plano x +

y + z =1 pelo primeiro octante, no sentido anti-horario
quando vista de cima.

4. F=(P+2)i+ (X +2)j+ (x*+ )k
C: A fronteira do tridangulo cortado a partir do plano x +

y + z = 1 pelo primeiro octante, no sentido anti-horario
quando vista de cima.

5. F= (2 +2)i+ ( +2°)j + (x* + ')k

C: O quadrado limitado pelas retas x = +1 e y=+1no
plano xy, no sentido anti-hordrio quando vista de cima,

6. F=xy’i+]j+2k
C: A intersegdo entre o cilindro x* + y* = 4 e 0 hemisférig
W4yt +2=162=0,10 sentido anti-horério quando

vista de cima.



do campo sobre a regido limitada pela superﬁci.e. N(?sta sec;é’o, Provaremqg o el
rema da divergéncia e mostraremos como ele simplifica o cal’a%lo de fluy, T
bém deduziremos a lei de Gauss para fluxo em um campo elétrico e Quacg, d. |
continuidade da hidrodinimica. Por fim, unificaremos os teoremas de integm-: {
vetoriais do capitulo em um tinico teorema fundamental. ‘

Divergente em trés dimensoes

O divergente de um campo vetorial F = M(x, y, 2)i + N(x, , 2)j + Plx,y, ok
¢ a fungdo escalar

oM , N oP

dvF =V-F=5"+% % )

O simbolo “div F” é lido como “divergente de F” ou “div F”, A Notaciy
V - F é lida como “nabla escalar F”.

Div F tem em trés dimensdes a mesma interpretacio fisica que tem em duas,
Se F € 0 campo de velocidade de um escoamento fluido, o valor de div F em yy
ponto (x, y, z) é a taxa a qual o fluido esta sendo injetado ou drenado em (x%,3,2)
O divergente é o fluxo por unidade de volume ou densidade de fluxo no ponto,

EXEMPLO 1 Encontrando o divergente
Encontre o divergente de F = 2xzi + xyj - zk.

SOLUCAO O divergente de F é

d d d
V-F = 35 (2%2) + @(—xy) + a—z(-z) =2z-x-1

- Teorema da divergéncia

O teorema da divergéncia diz que, sob condigdes favoraveis, o fluxo deum
campo vetorial para fora através de uma superficie fechada (orientada paré
fora) ¢ igual 4 integral tripla do diver

gente do campo sobre a regido limita?
pela superficie.

Teorema7 Teorema da divergéncia

O fluxo de um campo vetorial F através de
e orientada,

da superficie
superficie:

uma superficie § fechada
no sentido do campo n de versores normais exteriores
» € igual A integral de V - F sobre a regido D limitada pel2

/S/F'nda-=/D/fv.FdV (2)

Fluxo

Integral do
exterior

divergente

EXEMPLO 2 Fundamentandq 0 teorema da divergéncia
Calcule ambos o lad
sobre a esfera x? + Y4 22

SOLUCAO Ao
diente de f{x,

. it &
0s da Equagio (2) para o campo F=xi+)]
=a’

1
: o . do
Irmal exterior unitaria a S, calculada a partif dot
J’:z)=x2+y2+22__az,é



Capitulo 16  Integragcio em campos vetoriais 537

2(xi + yj + zk) Aty + ok

n-=

Va(x? + Y% + 2%) - ¢
Assim, ) , )
Xx° + + z 2
F-ndo = }; da=%—da=ad0'

porque x* + y* + z* = a* sobre a superficie. Portanto,

f/F'nda = //ada = a//da = a(4ma?) = 4ma’
S S

\)
O divergente de F ¢

VeF=2(4 %(y) +2(2) =3

J//ARES lff.%dv: 3(4ma) = 4#;3

assim,

D

EXEMPLO 3 Encontrando o fluxo

Encontre o fluxo de F = xyi + yzj + xzk para fora através da superficie
do cubo cortado do primeiro octante pelos planos x=1,y=1,z = 1.

SOLUGAO Em vez de calcularmos o fluxo como uma soma de seis

integrais separadas, uma para cada face do cubo, podemos calcula-lo pela
integragao do divergente

V. F——(xy)+ y(yz)+;—z(xz)=y+2+x

sobre o interior do cubo:

Fluxo = //F'nda = ///V-de Teorema da

SuperﬂCIe do Interior do divergéncia
cubo cubo

///(x+y+z)dxdydz—

Integracdo de rotina

Nlu



Teorema de Green e sua generdluaqao para trés dimensoes




Exercicios 16.8

8. Esfera F=x%+xzj +3zk

Calculando o divergente
D: A esfera sdlidax® + y* + 22 =4
Nos exercicios 1-4, encontre a divergéncia do campo.

9. Parte da esfera F = x% - 2xyj + 3xzk

1. O campo de rotagio da Figura 16.14. L
D: A regido cortada do primeiro octante pela esfera 2 +

2. O campo radial da Figura 16.13. Y+=4
3. O campo gravitacional da Figura 16.9. 10. Latacilindrica F = (6x* + 2xp)i + 2y + 2%2)j + dxtyg
4. O campo de velocidade da Figura 16.12. D: A regido cortada do primeiro octante pelo cilindro
x*+y*=4eoplanoz=3.
Usando o teorema da divergéncia para 11. Cunha F = 2xzi - xyj - 2%k
calcular o fluxo exterior D: A cunha cortada do primeiro octante pelo plano y + z=
Nos exercicios 5-16, use o teorema da divergéncia para en- 4 e pelo cilindro eliptico 4x* + y* = 16.
contrar o fluxo exterior de F através da fronteira da regido D. 12. Esfera F=x%+ % +2k
5.Cubo F=(y-x)i+(z-»)j+(y-xk D: A esfera solida x* + y* + 22 < a%.
D: O cubo limitado pelos planos x = +1, y=+1 ez = +1. 13. Esferaespessa F = \/m (d + yj + k)
6. F=xi+ % + 22k D:Aregiiol = x*+y*+ 22 < 2.
(a) Cubo D: O cubo cortado do primeiro octante pe- 14. Esferaespessa F = (xi + jj + zk)/\/m
losplanosx=1,y=1ez=1. D:Aregifto 1 =2 +y2 + 22 = 4.
(b) f;l:(;_?lo cubo limitada:pelosiplanos £ =ikl = 15. Esfera espessa F = (5x° + 12xp?)i + ()’ + ¢’ sen 2)j +

(52 + & cos 2)k

(c) I:ata cilindrica D: A regido cortada do cilindro s6- D: A regido do sdlido entre as esferas 2 + 7 + 2= 1e ¥+
lido x*> + 3> = 4 pelos planos z=0e z = 1. : )
y+z2=2.
*Ye re = 0 . _ _ }} .
7. Cilindro e paraboléide F = yi + xyj - zk 16. Cilindro espesso F = In(x? + y2)i - (_2)_? tg 12)} ¥
i . e a3 3
D: A regido dentro do cilindro sélido x? + y? < 4 entre o N+ 77k

plano z = 0 e 0 paraboldide z = x? + y~. D: O cilindro de paredes espessas 1 <22+ y* <2, -1 =z=2



