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superficie flop2)=c

Projegao vertical
ou “sombra” de S em
um plano coordenado.

FIGURA 16.38 Como veremos
a seguir, 2 integral de uma fungao
© glx, » 2) sobre uma superficie S no
espaco pode ser obtida calculando-
seuma integral dupla sobre a proje-
o vertical ou “sombra” de S sobre
um plano coordenado.
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] abl:;o:qao vertical sobre um Plano
Comg ela. Voce pode pensar em R
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dago dangente AP, aproxima-se do Pe-
Superficie Ao, acima de A4,
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Areas e integrais de superficic —

Sabem
08 como i
1ntepr: .
oqu §rar uma fungéo sobre uma regido em um plano, mas

e fazer se

uma funci

d0 for defini e

cular uma deggas chamadas efinida sobre uma superficie curva? Para cal-

uma integra] dy
ficie (Figura 16
quantidades co

bla sob Integrais de superficie, nos a reescrevemos como
re .~

38). As i uma regiao de um plano coordenado sob a super-

Integrais de superficie sdo utilizadas no calculo de

mo a d -
ascensionalias 0 fluxo de um liquido em uma membrana ou a forga
que age sobre um péra-quedas em queda.

Area de superficies

A Figura 16.39 mostra uma superficie S sobre sua regido projetada R em um
plano abaixo dela. A superficie é definida pela equagdo f{x, y, 2) = c. Se a superficie
flor lisa (Vf ¢ continuo e nunca se anula sobre ), podemos definir e calcular sua
drea como uma integral dupla sobre R. Consideramos que a superficie possui s0-
mente uma proje¢io em sua sombra R, ou seja, cada ponto em R corresponde a
exatamente um ponto (x, , z) e, portanto, satisfaz a premissa flx; y» z)=c.

A primeira etapa para definir a dreade S € dividir a regido R em pequenos re-
tangulos AA, do tipo que usarfamos se estivéssemos definindo uma integral sobre
R. Diretamente acima de cada AA, esta um pedaco da superficie Ao, que podemos
aproximar por um paralelogramo AP, no plano tangente a S em um ponto T,
(%0 Yo 2) em Aoy, Esse parelelogramo no plano tangente projeta diretamente para
AA, Para sermos mais especificos, escolhemos um ponto T(X, ) Z,) diretamente
acima do vértice de trds C, de AA,, como mostrado na Figura 16.39. Se o plano
tangente for paralelo a R, entdo AP, serd congruente a AA,. Caso contrario, sera
um paralelogramo cuja drea é um pouco maior que a drea de AA,.

A Figura 16.40 fornece uma vista ampliada de’ éak e APf" mostrando o
vetor gradiente Vf(x, yp 2) €M T, e um vetor unitario p que € normala R. A
figura também mostra 0 angulo v entre Vfe p. Os outros vetores na flgura, u,
e v,, estdo 20 longo das arestas do pedago AP, no plano tangente. Assim, tanto

% v, como Vf sa0 normais ao plano tangente.
Rk torial avangada, que

i tir da geometria ve
Agora precisamos saber, a par A -
(u ><g v,) .ppl ¢ a drea da projegao do paralelogre?mo determlr}ad(.) poru, ev,
mJc qualz_uer plano cuja normal seja p. (A provac dada no Apéndice A.8.) No
e

110850 Cas0, 1550 S€ traduz na afirmagéo
|(u, X v) P |= A4,
. lificar a notagao na dedugdo a seguir, passamos a representar a
im : '
Para s AP ulo pequeno rambém com AA,. Analogamente, AP, também
area do rztangtar a dreada porgao do plano tangente diretamente acima des-
4 a deno
passard 4
io. | |
sa pequend reglao- srea AP, (fato normal sobre o produto vetorial), assim
Agora, u, X v,|€éad ) '
a a
essa ultima equagao s¢ torn

| Ip| |cos (angulo entre Wk X vgep)| = AA
[we X Vel DL Jeo8 e

e 1 O mesmo que |cos 14/ j& que tanto Vf quanto

o u;, X Vg 830 normais ao plano tangente.

e AP,|cos vl = BA,

-~
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VAxk Yk 2 \Y

AP,

FIGURA 16.40 Visdo ampliada da
figura anterior. O vetor u, X v, (nio
mostrado) ¢ paralelo ao vetor Vf por-
que ambos os vetores sdo normais a0
plano de AP,.

ou
AAx

- 3
k |cos ¥k|

# 0 desde que VS no seja paralelg

AP

desde que cos ¥, # 0- Teremos COS Yy

plano da base e Vf - p# 0. -
Como os pedagos AP, aproximam-§

encaixam para formar §, a soma

e dos pedagos da superficie Ao‘k qQuese

" AAL
ZAPk = E |COS ‘Ykl (1)

se parece com uma aproximaqéo do que gostariamos de chamar 4rea dy Su.
perficie de S. Parece também que aproximagao melhoraria se refinssemgg
a divisio de R. De fato, as somas do lado direito da Equagdo (1) sdo somag de

aproximagao para a integral dupla

1
ff cos 7 4 @
R

Portanto, definimos a 4rea de S como 0 valor dessa integral sempre que
ela existir. Para qualquer superficie fix, y; z) = ¢, temos IVf - Bl = [9/] Ip|
|cos ¥],

portanto

L v
lcos ¥ |VS - p|

Isso se combina com a Equagdo (2) para originar uma férmula prética
para a darea.

Férmula para drea da superficie
A idrea da superficie f{x, y, z) = ¢ sobre uma regido plana fechada e

limitada R é
VA
Area da superficie = [/ il dA 3
! VF P (3)

~ onde p € um vetor unitdrio normala Re Vf- p 0.

’ Assim, a drea € a integral dupla sobre R do médulo de Vf dividido pelo
médulo da componente escalar de Vfnormal a R.

S’,‘hegamos a Equacio (3) sob a hipétese de que Vf- p#0emReque vfe
Sontlnua. Sempre que a integral existir, contudo, definimos seu valor como?
drea def porgio da superficie f(x, y, z) = ¢ que est4 sobre R. (Lembre-se de
o relacionamento entre a superficie e sua projecao foi considerado biunivoco)

. N(?s exercicios (veja a Equacio (11)), mostramos como a Equagdo (3)¢
simplificada se a superficie for definida por z = f{(x, y).

EXEMPLO 1 Encontrando a drea da superficie

Encontre a 4rea da sup
Y*-z=0peloplano z =4,
no P?glzlig?g UI‘IZSIIDg §4mos a superficie S e a regidgo R abaix0 d,elf
Py fz ma i 41). A superficie S é parte da superficie de nlv?
) =+ Z=0,eRéodisco x+ Y= 4 no plano xy. Para oble

11ario normal ao plano de R, podemos tomar p = k.

erficie cortada do fundo do paraboléide bl
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faanz=c
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FIGURA 16.43 Se soubermos como
uma carga elétrica g(x, y, z) é distribui-
da sobre uma superficie, poderemos en-
contrar a carga total com uma integral
de superficie modificada.

Continuamos o trabalho da Equagdo (4) com esta substituiczo,

dA dA
Area da superficie = \/54/7 = V2 // N }‘2

2+yr=l

27l
rdrdo
_ _ C
2T r=1
= \/5/ [-(2 - rz)l/z} do
0

r=0

=\/§/2w(\/f-1)d6=2w(2—\/5)

Integrais de superficie

Agora, mostraremos como integrar uma funcao sobre uma superficie usandg

as idéias que acabamos de desenvolver para calcular a drea da superficie.

Suponha, por exemplo, que tenhamos uma carga elétrica distribuida so-
bre uma superficie f(x, y, z) = ¢ como aquela mostrada na Figura 16.43 e que
a fungio g(x, y, z) dé a carga por unidade de drea (densidade de carga) em
cada ponto sobre S. Entao, podemos calcular a carga total sobre S como uma
integral da seguinte maneira:

Dividimos a regido projetada R sobre o plano da base sob a superficie em
pequenos retingulos do tipo que usariamos se estivéssemos definindo a drea
da superficie de S. Entdo, diretamente acima de cada AA, estd um pedago da
superficie Ao, que aproximamos com um pedago do plano tangente em for-
ma de paralelogramo, AP,. (Veja a Figura 16.43.)

Até este ponto, a construgdo prossegue como na definigio da drea da superfi-
cie, mas agora acrescentamos uma etapa: calculamos g em (x;, y,, z,) e aproxima-
mos a carga total sobre o pedago da superficie Ao, pelo produto g(x,, y,, z) AF,-
A razdo disso ¢ que quando a particdo de R for suficientemente fina, o valor
de g em Ao, serd aproximadamente constante e AP, serd aproximadamente 0
mesmo que Ag,. A carga total sobre S serd entdo aproximada pela soma

AA;
Cargatotal~ ¥ g (xk, yr» zx) APy = Y g% Yo ) T

|cos v
Se f, a fungéo que define a superficie S, e suas derivadas parciais de primel-
ra ordem forem continuas e se g for continua sobre S, entdo as somas do lado
direito da tiltima equagio aproximam o limite '

_dA = ﬂ_ (5)
4/ #02D Tos fRf $r AT g

4 medida que a divisdo de R for refinada da maneira habitual. Esse limite €
chamado integral de g sobre a superficie S e é calculada como uma integral
dupla sobre R. O valor da integral € a carga total sobre a superficie S.

Como seria de esperar, a férmula na Equacido (5) define a integral de
qualquer fungo g sobre a superficie S, desde que a integral exista.



Definicio Integral de superficie

Se R for a regido da projegdo de uma superficie S definida pela equagdo
fix, ¥, 2) = c e g for uma funcio continua definida nos pontos de S, entdo a
integral de g sobre § é a integral

/ / 8%y, 2) LI (6)
R AL

onde p é um vetor unitério normal a Re Vf- p # 0. A integral ¢ chamada
integral de superficie.

A integral da Equagdo (6) tem significados diferentes em aplica¢des dife-
rentes. Se g tiver valor constante 1, a integral d4 a drea de S. Se g for a densidade
de massa de uma casca fina de material modelada por S, a integral da a
massa da casca.

Podemos abreviar a integral da Equagdo (6) escrevendo do para

(IVA/IVS - pDEA.

O elemento de 4rea e a forma diferencial para integrais de superficie

V]
do'=—"'—JaA g do 7)
[Vf -l
N
Elemento de Férmula diferencial para
drea da superficie integrais da drea da superficie

Integrais de superficie comportam-se como outras integrais duplas, a in-
tegral da soma de duas fungdes é a soma de suas integrais e assim por diante.
A propriedade de aditividade do dominio assume a forma

/S/gdcr=[/gda+[/gdg+...+//gda

Sn

A idéia é que, se S ¢é dividida por curvas lisas em um ntmero finito de
pedagos lisos ndo sobrepostos (isto é, se S for lisa por partes), entdo a integral
sobre § é a soma das integrais sobre os pedagos. Assim, a integral de uma
funcio sobre a superficie de um cubo é a soma das integrais sobre as faces
do cubo. Podemos integrar sobre um casco de tartaruga de placas soldadas
integrando uma placa de cada vez e somando os resultados.

EXEMPLO 3 Integrando sobre uma superficie

= .

Lado A
; Integre g(x, y, z) = xyz sobre a superficie do cubo cortado do primeiro
j octante pelos planos x =1,y =1 e z =1 (Figura 16.44).
|
| SOLUGCAO Integramos xyz sobre cada um dos seis lados e soma-
/,%;\ L} mos o resultado. Como xyz = 0 sobre os lados nos planos coordenados, a
% \\ integral sobre a superficie do cubo se reduz a
1. ’ \ y
/ / tadoC /f xyzdo = // xyzdo + d
LadoB % o4 xXyzao + xyz do
x ; Superficie Lado A Lado B Lado C
do cubo

FIGURA 16.44 O cubo do Exemplo 3.
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FIGURA 16.45 Superficies fecha-
das lisas no espago sdo orientaveis. O
vetor unitario normal exterior define
o sentido positivo em cada ponto.

FIGURA 16.46 Para fazer uma faixa

de Mébius, pegue uma tira retangular
de papel abcd, torga uma vez a extre-
midade bc e cole as extremidades, fa-
zendo coincidir a com c e b com d. A
faixa de Mobius é uma superficie néo

orientavel.

Aéa superficie flx, p» z) = z = 1 sobre a regido quady, &

Oiacllo0 ~y=1,10 plano xy- Para essa superficie e regiao, !
o=x=LU=/" >
p=k =k v =1 VR = kel s
V£ -Pl
xyz = x(1) = %Y
€
1 1 1},

[ - [t o [ 30

Lado A Ry

A simetria nos diz que as integrais de xyz sobre 08 lados Be Csio tambiy

1/4. Assim,
1 1 1 3
xyzdg-zz+z+z=z
Superficie
do cubo
Orientagao

uma superficie lisa S de orientavel se for possivel definir un
campo n de vetores unitarios normais sobre S que variam continuamente
com a posigio. Qualquer pedago ou subporgdo de uma superficie orientive
¢ orientével. Esferas e outras superficies fechadas lisas no espago (superficies
lisas que englobam solidos) sdo orientaveis. Convencionamos que n sobre
uma superficie fechada aponta para fora.

Uma vez escolhido n, dizemos que orientamos a superficie, ¢ chamamcs
esta, juntamente com seu campo normal, de superficie orientada. O vetornen
qualquer ponto é denominado sentido positivo nesse ponto (Figura 16.45).

A faixa de Mébius mostrada na Figura 16.46 ndo é orientével. Néo impor-
ta onde vocé comece a construir um campo normal unitario continuo (mos
trado como a haste de uma tacha na figura), mover o vetor continuamente 2
redor da superficie da maneira mostrada vai leva-lo ao ponto de partida com
o sentido oposto daquele que ele tinha quando comegou. O vetor ness¢ pont?
nio pode apontar para ambos os lados, mas é o que deve acontecer, para ¢
o campo seja continuo. Concluimos que tal campo néo existe.

Chamamos

Integral de superficie para fluxo

- i ie
ori Sltpgnga que F seja um campo vetorial continuo sobre uma Superﬁ;re
ien i i
asu eaf’a. € que n seja 0 campo de vetores unitarios normais escOlhldo N
perficie. Chamamos a integral de F - n sobre S de fluxo de F a0 long®

na diregdo positiva. Ent3
. Entdo, o fluxo é a inte mponente esc
de F na direcdo de n. gral sobre S da comp

Defini¢io Fluxo

O fluxo de um cam I
5 0 PO vetorial tridi . a SUper
ficie orientada § na dire¢io de n Igdlmensmnal F ao longo de ur™

Fluxo =/fF-nda ®
§
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FIGURA 16.47 O Exemplo 4 calculao
fluxo exterior de um campo vetorial atra-
vés desta superficie. A drea da projegéo
R_é2.

)
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A definicio ¢ andloga ao fluxo de um campo bidimensional F ao longo de
uma curva plana C. No plano (Secio 16.2) o fluxo é

/ F-.nds

) C
a integral da componente escalar de F normal 4 curva.

Se F ¢ o campo de velocidades de um escoamento fluido tridimensional,
g fluxo de F ao longo de S ¢ a taxa liquida com que o fluido atravessa S no sen-
tido positivo escolhido. Discutiremos esses escoamentos com mais detalhes
na Se¢ao 16.7.

Se S € parte de uma superficie de nivel g(x, 3, z) = ¢, entdo n pode ser
tomado como um dos dois campos

n=xog - (9)

dependendo de qual for o sentido preferido. O fluxo correspondente é

Fluxo =/fF'nd0' (8)
S
:I:Vg) |Vg|
= F- dA
lf ( Vel / Vg Pl

- [[+- Y24
! Vg - p| (10)

Equagdes (9) e (7)

EXEMPLO 4 Encontrando o fluxo

Encontre o fluxo exterior de F = yzj + 2’k através da superficie S cor-
tada do cilindro y*+2z* = 1,z = 0 pelos planos x =0 e x = 1.

SOLUCAO O campo normal exterior sobre (Figura 16.47) pode
ser calculado a partir do gradiente de g(x, y, 2) = y*+z2como

Vg 2yj + 2zk 2yj + 2zk

n=+ = e =yj + zk
Vgl Va? + 422 2V1
Com p =k, temos também
\/
o= 84 =2 da=1da

Vg K| [22]
Podemos ignorar os simbolos de valor absoluto porque z = 0 sobre S.
O valor de F - n sobre a superficie ¢
F-n = (yzj + 2Kk) - (yj + 2K)
yiz + 22 = Ay + 2%)

=2z

I

y* + 22 = lsobre§
Portanto, o fluxo exterior de F através de S é

ffF.nda=[/(z)(%dA)=l[dA=érea(R,,)=2

S




Exercicios

10.

11,

12.

13.

16.5

Area da superficie

- Encontre a 4rea da superficie cortada do parabol6ide x>+

)’2~Z=0peloplanoz=2.

- Encontre a 4rea da faixa cortada do paraboléide x*+ y*~z=0

pelos planos z=2 ez = 6.

- Encontre a érea da regido cortada do plano x + 2y + 2z=5

pelo cilindro cujas paredes sio x = yrlex=2-yx

. Encontre a dreada porgao da superficie x*- 2z =0 que estd

acima do tridngulo limitado pelas retas x = V3, y=0
no plano xy.

- Encontre a drea da superficie x> — 2y - 2z = 0 que esta

acima do tridngulo limitado pelas retas x = 2, y=0ey=
3x no plano xy.

- Encontre a drea da calota cortada da esfera x*+ y2+ 22 =2

pelo conez = Vx> + 32

. Encontre a drea da elipse cortada do plano z = cx (c uma

constante) pelo cilindro x2+ y*= 1,

. Encontre a drea da porgio superior do cilindro x>+ z*=1

que esta entre os planos x = +1/2 e y = +1/2.

. Encontre a area da porgdo do paraboldide x = 4 - y*— 2*

que estd acima do anel 1 < y*+2* =< 4 no plano yz.
Encontre a 4drea da superficie cortada do paraboléide
x*+y+ z*=2 pelo plano y = 0.

Encontre a drea da superficie x* - 2 Inx + \/Ey -z=0
acima do quadrado R: 1 = x =2,0 =y =1, no
plano xy.

Encontre a 4rea da superficie 2x*% + 2y”* - 3z = 0 acima
do quadradoR: 0 =x=1,0=y=1,mn0 plano xy.

Integrais de superficie

Integre g(x, y,2) =x+y + 2 sobre a superficie do cubo cor-
tado do primeiro octante pelos planos x=4d,y =4, Z= 4.

14.

15.

16.

17.

18.

Integre g(x, y, z) = y + z sobre a superficie da cunha no
primeiro octante limitada pelos planos coordenados e os
planosx=2ey+z=1.

Integre g(x, y, z) = xyz sobre a superficie do solido retan-
gular cortado do primeiro octante pelos planos x=a, y=b
ez=c.

Integre g(x, y, z) = xyz sobre a superficie do sélido retan-
gular limitado pelos planos x = +a, y = +b e z = *c.

Integre g(x, ), z) = x + y + z sobre a porgdo do plano 2x +
2y + z =2 que estd no primeiro octante.

Integre (% % 2) = xVy* + 4 sobre a superficie obtida
cortando-se o cilindro parabdlico y*+4z = 16 pelos pla-
nosx=0,x=1ez=0.

Fluxo através de uma superficie

Nos exercicios 19 e 20, encontre o fluxo do campo F atra-

vés da porgio da superficie dada no sentido especificado.

19.

20.

F(x,y,2) =-i+2j+3k

S: Superficie retangular z=0,0 = x = 2,0 <y < 3,
sentido k.

F(x, y, 2) = yx*i - 2j + xzk

S: Superficie retangular y = 0,
sentido —j.

Nos exercicios 21-26, encontre o fluxo do campo F atra-

vés da porcdo da esfera x>+ y* + z*= a*no primeiro octante no
sentido oposto a origem.

21.

F(x y,2) = &k 22. F(x, 3, 2) = —yi +

23. Fxp,2) =yi-x+k 24 F(x, 2 = zxi + zj + 2%k
25.F(x, y,2) = xi + yj +'zk

26. F(x, 3, 2) =

x+yj +zk

VEiyie



27.

28.

29.

30.

31.

32.

Encontre o fluxo exterior do campo F(x, Y,2)=2+xj -
3zk através da superficie cortada do cilindro parabdlico
z=4 -y’ pelos planos x=0,x=1e z=0.

Encontre o fluxo exterior (para longe do eixo z) do campo
F(x,y,2z) = 4xi + 4yj + 2k através da superficie cortada do
fundo do paraboléide z = x? + y*pelo plano z = 1.

Seja S a porgio do cilindro y = ¢* no primeiro octante que
é projetada paralelamente ao eixo x sobre o retangulo R
1 =y=2,0=2z=1noplano yz (veja a figura a seguir).
Seja n o vetor unitario normal a S que aponta para longe

do plano yz. Encontre o fluxo do campo F(x, y, z) = -2i +
2yj + zk através de S no sentido de n.

’ \s* 2
y=e L

Seja S a porgido do cilindro y = In x no primeiro octante
Cuja proje¢do paralela ao eixo y sobre o Plano xz é o re-
tdngulo R:l=sx=e0=z=<1, Seja n o vetor unitario
normal a § que aponta para fora do plano xz. Encontre o
fluxo de F = 2yj + zk através de S no sentido de n.

Encontre o fluxo exterior do campo F = 2xyi
2xzk ao longo da superficie do cubo cortado do
octante pelos planos x=a,y =g,z =g,

+ 2yzj +
pPrimeiro

Encontre o fluxo exterior do campo F = x; +
através da superficie da calota superior cortada
sélida x*+ y* + z* =< 25 pelo plano z = 3,

YZj + k
da esfera

37

38.



