wy+ Ay) Ay (x+Axny+ Ay)
x) .
|

_\‘ A‘\'
A

(xy) Ax (x+ Ax y)

FIGURA 16.24 O retingulo para
Jefinir a divergéncia (densidade de
fluxo) de um campo vetorial em um

ponto (x, )
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Divergéncia

Precisamos de duas idéias novas para o teorema de Green. A primeira é a
idéia da divergéncia de um campo vetorial em um ponto também chamada
densidade de fluxo de um campo vetorial, por fisicos e engenheiros. Nos o
obtemos da maneira indicada a seguir.

Suponha que F(x, y) = M(x, y)i + N(x, y)j seja o campo de velocidade de um
escoamento de fluido no plano e que as derivadas parciais de primeira ordem de
M e N sejam continuas em cada ponto de uma regido R. Seja (x, y) um ponto em
Re seja A um retangulo pequeno com um vértice em (x, y) que, juntamente com
seu interior, esté inteiramente contido em R (Figura 16.24). Os lados do retangu-
lo, paralelos aos eixos coordenados, tém comprimentos de Ax e Ay. A taxa aqual
o fluido deixa o retangulo através da aresta inferior ¢ aproximadamente

F(x, y) * (-j) Ax = -N(x, y) Ax.

Esta ¢ a componente escalar da velocidade em (x, y) na diregio do vetor
normal exterior vezes o comprimento do segmento. Se a velocidade estiver
em metros por segundo, por exemplo, a taxa de saida serd em metros por
segundo vezes metros ou metros quadrados por segundo. As taxas as quais
fluido atravessa os outros trés lados nas diregoes de suas normais exteriores
podem ser estimadas de maneira andloga. Assim temos

Taxas desaida: ~ Topo: F(x, y + Ay) - j Ax = N(x, y + Ay) Ax
Fundo: F(x, y) - (-j) Ax = -N(x, y) Ax
Direita: F(x+ Ax, y) - i Ay = M(x + Ax, y) Ay
Esquerda: F(x, )« (-i) Ay =-M(x, y) Ay

Combinando pares opostos, temos
N
Topo e fundo: (N(x, y + Ay) - N(x, y))Ax = (Fy_ Ay)Ax
L oM
Direita e esquerda: (M(x + Ax, y) - M(x, y))Ay =~ (Fic_ Ax)Ay

Somando ambos os lados dessas duas equagdes, temos

Fluxo através de uma fronteira retangular ~ (%d + %) AxAy

Agora, dividimos por Ax Ay para estimar o fluxo total por unidade de drea
ou a densidade de fluxo para o retangulo:

Fluxo através da fronteira retangular oM  oN
~\ox * 3y

drea do retangulo

Por fim, fazemos Ax e Ay se aproximarem de zero para definir o que cha-
mamos densidade de fluxo de F no ponto (x, y). Em matematica, chamamos
a densidade de fluxo de divergente de F. Seu simbolo € div F, pronunciado
“divergente de F” ou “div F”.

Defini¢io Densidade de fluxo ou divergente
A densidade de fluxo ou divergente de um campo vetorial F = Mi + Nj
no ponto (x, y) €

wp oM N . 4
dl.V-F TP 3y )



496 Célculo

Fonte:

g div F (xg, yo) >0
Gés em expansio

No ponto (x,, y,).

A

e

7N

Sumidouro:

iV F (xg, yp) <0
Gds em compressio div F (x, yo) <
no ponto (xy, yo).

N
ZIN

FIGURA 16.25 Se um gds estiver
expandindo em um ponto (xp y,)s as
linhas de escoamento tém divergén-
cia positiva; se o gds estiver compri-
mindo, a divergéncia ¢ negativa,

(x, y + Ay) Ax  (x+Ax,y + Ay)
T_—“ _
Ay far
A
—— O
(%) ax (x+Axy)

FIGURA 16.26 O retangulo para
definir o rotacional (densidade .de
circulagdo) de um campo vetorial

em um ponto (xn }’)-

Intuitivamente, se um gds estiver expandindo no ponto (x,, s "
de escoamento divergirio ld (dai o nome) e, como o ar estflria escomdop 1\
fora de um retingulo pequeno S torno de (x;, ), 0 fil\'ergente de F:fa
(x, y,) seria positivo. Se o g-.its cstwe:ssc qcrndo ;(?mp.nmldo €M veg 4o est:
expandindo, o divergente seria negativo. Veja a Figura 16,25,

EXEMPLO 1 Encontrando o divergente

Encontre o divergente de F(x, y) = (x* - y)i + (xy - ;.

SOLUGAO  Usamos a férmula na Equagio (1):
oM | dN d

S R
ox Yoy = ax =)+ 3)’('\) y)
2x+ x - 2y =3x - 2y

divF

Giro em torno de um eixo: a componente k do
rotacional

A segunda das duas idéias de que precisamos para o teorema de Green é
a idéia de como uma roda de pds gira em um ponto sobre uma regido plana
na qual um fluido estd escoando. Essa situacio nos dd uma idéia de como
fluido esté circulando ao redor dos eixos localizados em diferentes pontos

e perpendiculares a regido. Os fisicos costumam chamar essa movimentacio

de densidade de circulagdo de um campo vetorial F em um ponto. Para obté-a

retornamos ao campo de velocidade

F(x, y) = M(x, Vi+ N(x, )j

angulo A. O retangulo ¢ redesenhado aqui como a Figura 16.26.
A circulagio de F no sentido anti-hordrio em torno da fronteira de 4

¢ a soma das taxas de ¢scoamento ao longo dos lados. Para a aresta inferior,2
taxa de escoamento ¢ aproximadamente

e oret

F(x,9) -iAx= M(x, y) Ax

Essaéa componente esc

gente i vezes o compriment

dos outros ladog no sentid
Em geral, temos

. .= tan-
alar da velocidade F(x, y) na diregdo do veto]r 0
on
0 do segmento. As taxas de escoamento 20 ‘lagr
. . ira simiar
0 anti-hordrio sio expressas de maneira St

Topo F(x,y + Ay) - (-i) Ax = -M(x, y + &) &
Fundo F(x,y) i Ax = M(x, y) Ax

Direita F(x+ Ax, y) - jAy = N(x + Ax, ) by
Esquerda

E(x. y) - (<) Ay = -N(x, y) Ay.
Somamosg pares ¢

Postos para obter
Topo e fundo:

~(Mlx,y 4 Ay _ M(x, y))Ax = - (%4 Ay)Ax

Direita e €squerda:

(N(x + Ax, y) _ N(x, YAy ~ (%\c] Ax)Ay



Eixo vertical

ol

ot F (xg, y9) ek >0
Circulagdo no sentido anti-horario

Eixo vertical

4 b

rot F (xg, yo) ek <0
Circulagdo no sentido horario

4 "’,/’ FIGURA 16.27 Noescoamento deum
fluido incomprensivel sobre uma regiio
plana, a componente k do rotacional
mede a taxa de rotagio do fluido em um
ponto. A componente k do rotacional é
positiva em pontos onde a rotagao tem
g, sentido anti-hordrio e negativa onde a
: )rotaqio tem sentido horério.

Simples

Nio simples

FIGURA 16.28 Ao provarmos o teorema
de Green, distinguimos dois tipos de curvas
fechadas, simples e ndo simples. As curvas
simples ndo tém intersegio com elas mes-
mas. Uma circunferéncia é simples, mas
uma figura 8 nio é.
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Somando ambos os lados dessas duas ultim

as equagoes e dividindo-os por
AxAy temos uma estimativa d

a densidade de circulagio para o retingulo:

Fluxo no retaingulo ~ gN oM
ireado retingulo 0¥  ay

Fazemos Ax e Ay tenderem a zero para definir o que chamamos densidade de
circulagdo de F no ponto (x, ),

A orientacio positiva da densidade de circulagdo para o plano ¢ o sen-
tido anti-hordrio de rotagio ao redor do eixo vertical, olhando-se o plano xy
da extremidade do versor (vertical) k (Figura 16.27). O valor da circulagio
¢, na realidade, a componente k de um vetor de circulagio mais geral que
definiremos na Segdo 16.7, chamado rotacional do campo vetorial F. Para o
teorema de Green, precisamos apenas dessa componente k.

Definicio Componente k do rotacional

A componente k do rotacional (densidade de circulagio), de um campo
vetorial F = Mi + Nj no ponto (x, y) é 0 escalar

N M
(rotF) *k = e W (2)

Se houver dgua se movendo sobre uma regido do plano xy em uma ca-
mada fina, entdo a componente k da circulagdo, ou rotacional, em um ponto
(xy ¥,) fornece uma maneira de medir a que velocidade e em qual sentido
uma roda de pés pequena girard se for colocada na dgua em (x,, y,) com seu
eixo perpendicular ao plano, paralelo a k (Figura 16.27).

EXEMPLO 2 Encontrando a componente k do rotacional

Encontre a componente k do rotacional para o campo vetorial
F(x, y) = (= i+ (xy - y)j.

SOLUCAO Usamos a férmula na Equagio (2):

dN oM _ 9 _ _ 9 _ -
(rOtF)‘k=E_W_ax(xy ¥) ay(xz »=y+1

Duas formas para o teorema de Green

Em uma forma, o teorema de Green diz que, sob condigdes adequadas, o fluxo
exterior de um campo vetorial através de uma curva fechada simples no plano
(Figura 16.28) ¢ igual a integral dupla do divergente do campo sobre a regido li-
mitada pela curva. Lembre-se das formulas para o fluxo nas equagGes (3) e (4) na
Secio 16.2.

Teorema 3 Teorema de Green (fluxo-divergéncia ou forma normal)
O fluxo exterior de um campo F = Mi + Nj através de uma curva fechada
simples C ¢ igual & integral dupla de div F sobre a regido R limitada por C.

aN
%F-nds= fMdy— Ndx=f/(%%+—ay)dxdy (3)
¢ C R

Fluxo exterior Integral de divergéncia
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Calculo

Em outra forma, o teorema de Green diz que a circulacio no sentido antj-
horério de um campo vetorial em torno de uma curva fechada simples é a in-
tegral dupla da componente k do rotacional do campo sobre a regiio limitada
pela curva. Revise a Equagdo (2) para circulagio na Secdo 16.2.

Teorema4 Teorema de Green (circulagio-rotacional ou forma
tangencial)

A circulagdo no sentido anti-horario de um campo F = Mi + Nj em

torno de uma curva fechada simples C no plano é igual 4 integral dupla

de (rot F) - k sobre a regido R limitada por C.

?{F Ty ?{de+Ndy [/( aM)dxdy (4)

Circulagao no sentido anti-horario Integral do rotacional

As duas formas do teorema de Green so equivalentes. Aplicando a Equagao (3)
ao campo G, = Ni - Mj temos a Equacdo (4), e aplicando a Equacio (4) a
G, =-Ni + Mj, temos a Equagio (3).
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Exercicios 16.4

Verificando o teorema de Green

Nos exercicios 1-4, verifique a conclusio do teorema de
Green calculando ambos os lados das equagdes (3) e (4) para
o campo F = Mi + Nj. Tome os dominios de integracio em
cada caso como o disco R: x?+y?= a’e sua circunferéncia de

fronteira C:r = (acos t)i + (asen t)j,0 <t < 2m.
LE=-yi+xj 2.F=yi

3.F = 2xi - 3yj 4.F = -x%i + xp?j

Circulagdo no sentido anti-hordrio e
fluxo exterior

Nos exercicios 5-10, use o teorema de Green para en-
contrar a circulagio no sentido anti-horério e o fluxo exterior
para o campo F e a curva C.

5.F=(x-pi+(y-x)j
C: O quadrado limitado por x=0,x=1,y=0,y=1
6. F=(x*+ 4p)i + (x + y2)j
C: O quadrado limitado porx=0,x=1,y=0,y=1
7. F= (2 - x)i+ (% + 32)j
C: O triangulo limitado por y =0, x=3ey=x
8. F=(x+y)i-(x+)j
C: O tridngulo limitado por y =0, x=1,e y=x
9, F=(x+ e*sen y)i + (x + e* x cos y)j
C: O lago do lado direito da lemniscata r? = cos 26.
il

10. F= (tg x)i + In( + y?)j

C: A fronteira da regido definida pelas desigualdades em
coordenadas polares 1 =r=2,0= o<

11. Encontre a circulagio no sentido anti-horério e o fluxo
exterior do campo F = xyi + y% ao redor e através da
fronteira da regido limitada pelas curvas y = x2e y = x o
primeiro quadrante.

12. Encontre a circulagio no sentido anti-horério e o fluxo
exterior do campo F = (-sen y)i + (x cos y)j ao redor e
através do quadrado cortado do primeiro quadrante pelas
retasx=m/2 e y=m/2.

13. Encontre o fluxo exterior do campo

F = (3xy -

através da cardidide r = a(1 + cos 6), a > 0.

x ). . g It
1+y2>l+(e + tg 7! y)j

14. Encontre a circulagao no sentido anti-horario de F = (y +
e“In y)i + (e7y)j ao redor da fronteira da regiio que é
limitada acima pela curva y = 3 - x2e abaixo pela curva
y=x%+1.

Trabalho

Nos exercicios 15 e 16, encontre o trabalho realizado por
F para mover uma particula uma vez no sentido anti-horério
ao redor da curva dada.

15. F =2xp% + 4237

C: A fronteira da regido “triangular” no primeiro quadrante
limitada pelo eixo x, pela reta x = 1 ¢ pela curva y = x.

16. F=(4x - 2y)i + (2x - 4y)j
C: A circunferéncia (x - 2)*+(y - 2)*=4

Calculando integrais de linha no plano

Aplique o teorema de Green para calcular as integrais
nos exercicios 17-20.



17. ?{(yZ dx + x* dy)

¢

C: O tridngulo limitado por x = 0, x + y=1y=0
18. 7{(3)’ dx + 2xdy)

¢

C: Afronteirade0 =x=m,0=y=<senx

19. %(6)' + x)dx + (y + 2x) dy

¢

C: A circunferéncia (x - 2)* + (y - 3)2=4
20. y((Zx + y?) dx + (2xy + 3y) dy

¢

C: Qualquer curva fechada simples no plano para o qual
o teorema de Green é vélido.

Calculando areas com o teorema de Green

Se uma curva fechada simples C no plano e a regidao R
que ela engloba satisfazem as hipéteses do teorema de Green,
a drea de R é dada por

Formula da area do teorema de Green

Area deR=%j£xdy— ydx (13)

C

O motivo é que, pela Equagio (3), lida ao contrério,

AreadeR=//‘dydx=//(—;-+%)dydx
I3 R

1 1
= %—z—xdy— iydx
C

Use a férmula da 4rea dada pelo teorema de Green
(Equacdo 13) para encontrar as dreas das regides limitadas
pelas curvas nos exercicios 21-24.

21. A circunferéncia r(f) = (acos )i+ (asen)jy 0=t= 21T

22. A elipse r(f) = (a cos t)i + (bsent)j, 0=t=2m7

23. A astréide r(£) = (cos® )i+ (sen’ )j, 0=t =2

24. A curva r(t) = &4 + ((£/3) - Dj, V3 =t =V3(veja
afiguraa segt;'ir).

1+ t>0




