23.

24.

S

Circulac;ﬁo e fluxo Encontre a circulagao e o fluxo dos
campos

F=xi+yj e F =-yitx
ao redor e através das curvas a seguir.
(a) A circunferénciar(t) = (cost)i+ (sent)j, 0=t=<2w

(b) A elipse r(t) = (cos t)i+ (4 sen t)j,0 <t < 27

Fluxo através de uma circunferéncia Encontre o fluxo
dos campos

F = 2xi - 3yj e F,=2xi+ (x - y)j
através da circunferéncia

r(t) = (a cos t)i + (a sen t)j, O0=t=27
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Circulacio e fluxo

Nos exercicios 25-28, encontre a circula¢do e o fluxo do
campo F ao redor e através do caminho semicircular fechado
que consiste no arco semicircular r (t) =(acost)i+ (asent)j,
0 =t = 7, seguido pelo segmento de retar () = i, -a < t < a.
25. F=xi+ yj 26. F = X% + ¥
27. F=-yi+ xj 28. F=-y%i + X%

29. Integrais de escoamento Encontre o escoamento do

campo de velocidade F = (x + )i - (x* + y)j ao longo de cada
um dos caminhos a seguir de (1, 0) até (-1, 0) no plano xy. -

(a) A metade superior da circunferéncia x* + y* =1

(b) O segmento de reta de (1, 0) até (-1, 0).

(c) O segmento de reta de (1, 0) até (0, -1) seguido pelo
segmento de reta de (0, -1) até (-1, 0).

30. Fluxo através de um tridngulo Encontre o fluxo exte-
rior do campo F do Exercicio 29 através do tridangulo de

vértices (1, 0), (0, 1), (-1, 0).
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EXEMPLO4 Mostrando que uma forma diferencial é exata

Mostre que y dx + x dy + 4 dz é exata e calcule a integral
2.3,-1)
/ ydx + xdy + 4dz
(LL1)
sobre o segmento de reta de (1, 1, 1) até (2, 3, -1).
SOLUGAO Fazemos M =y, N = x, P = 4 e aplicamos o teste pqr,
exatiddo:

P _

oM
ay ~ 8z’

dy
Essas igualdades nos dizem que y dx + x dy + 4 dz é exata, assim

ydx+xdy+4dz=df

:O:—_‘,

IN oM aP oN
= =0 —_ — =1 =
iz X ax

para alguma fungéo £, ¢ o valor da integral ¢ f(2, 3, -1) - f(1, 1, 1).
Encontramos fa menos de uma constante integrando as equacées

of of _ o _
w=Y T gt (4

Da primeira equagao, obtemos

f(x, ¥, 2)=xy+ gy, 2).

A segunda equagio nos diz que

2[R
I
(=]

3y =X+ dy = ou
Assim, g € uma fungdo de z apenas e
Sy, 2) =xy + h(2).
A terceira das Equagbes (4) nos diz que

f dh
5;=0+*d—z=4, ou h(z)=4z+C

Portanto,

fle,y,2) =xy+ 4z + C.
O valor da integral &

f2,3,-1)-f(1,1,1)=2+C-(5+C)=-3.

Exercicios

Fazendo o teste para campos conservativos

Quais dos campos nos exercicios 1-6 sio conservativos
e quais nao sao?

1. F = yzi + xzj + xyk

2. F=(ysenz)i+ (xsen z)j + (xy cos z)k

3. F=pi+ (x +2)j - yk
4. F:—yi+xj
3 F=(z+p)i+zj+(y+ 2k

6. F=(e"cos y)i - (e* sen »)j+zk



Encontrando fun¢@es potenciais

Nos exercicios 7-12, encontre uma fungio potencial f
para 0 campo F.
7.F= 2d + 3y + 42k
8.F=(y+z)i+(x+z)j + (x + y)k
g F=e i+ + 2xk)
10. F = (ysen 2)i + (xsen z)j + (xycosz)k
1. F = (Inx + sect(x + y)i +

(secz(x +y) +

Y . z
}’2+22)J+y2+22k

y . X z .
2E= gt (1+x2y2+\/1_—};zz)’ *
)
1 - 22 °
Calculando integrais de formas
diferenciais

Nos exercicios 13-17, mostre que as formas diferenciais
nas integrais sio exatas. Depois calcule as integrais.

(2,3,~6)
13./ 2xdx + 2ydy + 2zdz
0,0,0)

(350
14. f yzdx + xzdy + xydz
(112
(1,2,3)
15. 2eydx + (2 - 2%) dy - 2yzdz
0,0,0
(331
16. 2cdx - y*dy -

dz
0,00 1+ 22

©,1,1)
17.[ ) senycosxdx + cosysenxdy + dz
100

Embora eles nio estejam definidos em todo o espaco R,
0s campos associados aos exercicios 18-22 possuem domi-
nios simplesmente conexos ¢ o teste da componente pode ser
Usado para mostrar que eles sdo conservativos. Encontre uma
Possivel fun¢io para cada campo e calcule as integrais como
no Exemplo 4.

(1,772, 2) . 1
18, f 2c05ydx + (% - 2xseny) d}’ + -idz
0.2,1)

(1,2,3)
19-/ 2 Inydz
", 3x2dx + 7 dy + 2zlny

@ 1,1
20./ (% - z)d — xydz
(2,1 (BTt (J’ i

(2,2,2)
21-/ 1 1_%\gy-2az
Ly ydx + (z - yz) dy 2

2, /(2‘2’2) 2xdx + 2ydy + 2242
( 2+ + 7

~1,-1,-1)
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23. Revendo o Exemplo 4 Calculea integral
@3,-1)

do Exemplo 4 encontrando equagoes paramétricas para o

segmento de reta de (1, 1, 1) a (2, 3, - 1) e calculando

a integral de linha de F = yi + xj + 4k a0 longo do seg-

mento. Como F é conservativo, a integral é indepen-
dente do caminho.

dx + xdy + 4dz

24. Calcule
/xzdx + yzdy + (y%/2) dz
c

ao longo do segmento de reta C unindo (0, 0, 0) a (0, 3, 4).

Teoria, aplicagbes e exemplos

Independéncia do caminho  Mostre que 0s valores das
integrais nos exercicios 25 e 26 nao dependem do caminho

tomado de A a B.
B

25./ Z2dx + 2ydy + 2xzdz
A
Bxdx+ ydy + zdz

h VRt 2

Nos exercicios 27 e 28, encontre uma fun¢io potencial
para F.
27.F = i+ (l_xz)j
Y y?
X
28. F = (e*Ilny)i + (67 + senz)j + (ycosz)k

26.

29. Trabalho ao longo de caminhos diferentes Encontre
o trabalho realizado por F = (x*+ »)i + () + x)j + ze’k
sobre os caminhos de (1, 0, 0) a (1, 0, 1) a seguir.

(a) Osegmentoderetax=1,y=0,0=z=1

(b) A hélice r(#) = (cos )i + (sen t)j + (t/2m)k, 0 < t < 27

(c) Oeixoxde(1,0,0)a/(0,0,0)seguido pela pardbola
z=x%y=0de(0,0,0)a(1,0,1).

30. Trabalho ao longo de caminhos diferentes Encontre o
trabalho realizado por F = e”i + (xze’* +z cos y)j + (xye’* +
sen y)k sobre os caminhos de (1, 0, 1) a (1, 7/2, 0) a seguir.
(a) Osegmentoderetax=1,y=mt/2,z=1-1,0=¢t=1,
(b) O segmento de reta de (1, 0, 1) & origem seguido
pelo segmento de reta da origem (1, /2, 0).

(c) O segmento de reta de (1, 0, 1) a (1, 0, 0), seguido
pelo eixo x de (1, 0, 0) 4 origem, seguido pela para-
bola y = mx%/2, z = 0, dai até (1, /2, 0).

31. Ca‘lculando uma integral de trabalho de duas ma-
neiras Seja F = V(x%7?) e seja C o caminho no plang
xy de (-1, 1) a (1, 1) que consiste no segmento de retq
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32.

33.

34.

Calculo

de (-1, 1) a (0, 0) seguido pelo segmento de reta de (0, 0)
a (1, 1). Calcule [_F - dr de duas maneiras.

(a) Encontre parametrizagdes para os segmentos que
formam C e calcule a integral.

(b) Usando flxy) = x*y*como uma fungio potencial para F.

Integral ao longo de caminhos diferentes Calcule

fc 2x cos y dx - x*sen y dy ao longo dos caminhos C a
seguir no plano xy.

(a) A parabolay = (x-1)>de (1, 0) até (0, 1).
(b) O segmento de reta de (-1, 77) até (1, 0).
(c) Oeixo xde (-1, 0) até (1, 0).

(d) O astréide r(t) = (cos® 1)i + (sen? 1§, 0 =< t=2m, no
sentido anti-horario de (1, 0) de volta a (1, 0).

(a) Forma diferencial exata Como as constantes a, b

€ c estdo relacionadas se a forma diferencial a seguir
for exata?

(ay*+ 2czx) dx + ybx + c2) dy + (ay* +cx?) dz
(b) Campo gradiente Para quais valores de b e ¢
F=(y+ 2czx)i + y(bx + c2)j + (¥ + cxPk
serd um campo gradiente?

Gradiente de uma integral de linha Suponha que F = Vf
seja um campo vetorial conservativo e

(x3.2)
8(xy2) = F-dr
(0,0,0)

Mostre que Vg =

35.

36.

37.

38.

Caminho de menor trabalho Pediram para vocé encon-
trar o caminho ao longo do qual um campo de forga F reali-
zard o menor trabalho para mover uma particula entre dois
locais. Célculos rapidos de sua parte mostram que F é conser-
vativo. Como vocé deve responder? Justifique a sua resposta.

Uma experiéncia reveladora Por meio de experimen-
tos, vocé descobre que, para mover um objeto ao longo
do caminho C, de A a B, um campo de forga F realiza
apenas metade do trabalho que realiza para mover o ob-
jeto ao longo do caminho C, de A a B. O que vocé pode
concluir sobre F? Justifique a sua resposta.

Trabalho realizado por uma forca constante Mostre
que o trabalho realizado por um campo de forca cons-
tante F = ai + bj + ck para mover uma partlcula ao longo
de qualquer caminho de A até Bé W= F -AB.

Campo gravitacional
(a) Encontre uma fungio potencial para o campo gravi-
tacional
F= -GmM—t A& o Mconstantes)

(2 + y* + 22PN

(b) Sejam P, e P, pontos a uma distancia s, e s, da origem-
Mostre que o trabalho realizado pelo campo graVIta‘
cional em (a) para mover uma particula de P,a P;¢

1
GmM( 51)



